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So ein Zufall! Alles ist moglich! Alles ist Zufall. Das Kau-
salitdtsprinzip wird in der Physik — versuchsweise — durch
das Zufallsprinzip ersetzt. Alle Entwicklungen — vom Big
Bang bis zum atomaren Zerfall — werden durch Zufall be-
schrieben, nicht erklart. Wenn der Zufall es will, passie-
ren Dinge, die wir dann als Koinzidenzen empfinden, als
(unheimliche) Anhdufung von Ereignissen. Es scheint ein
archaisches Verlangen nach deistischen, schicksalshaften
Erklarungen zu geben. Solche archetypischen Verhaltens-
weisen, die in anderen Lebensbereichen gut funktionie-
ren, in stochastischen Zusammenhéngen aber grofteils
gnadenlos versagen, pragen unser Verhalten und unsere
Erwartungshaltung.

Daher lagern sich mathematische Verfahren und Korrek-
turen der Begriffe rund um den Zufall nur oberflichig in
unserem Verstand an. Wir weichen demnach auch allzu
leicht und leichtfertig, auch nachdem wir Begriffe rund
um den Zufall verstanden haben, auf solche Strategien aus.
Ich habe das in einem Biichlein mit Carmen Batanero be-
schrieben. Wenn wir die Poisson-Verteilung kennen, wis-
sen wir, dass Haufungen von Ereignissen ganz gewdhn-
lich sind. Allerdings, wenn sich die Ereignisse hdufen,
vergessen wir das alles und sind schnell bereit, von einem
,Gesetz der Serie* zu sprechen und nach besonderen Ur-
sachen bzw. Verursachern zu suchen. Im letzten Heft, das

ich betreut habe (Heft 3, 2014), hatte es sich ergeben, dass
wir wenige druckfertige Originalbeitrdge hatten. Es hat
also neben einem Grundsatzbeitrag zur Beschreibenden
Statistik einen mannigfaltigen Querschnitt an Ubersetzun-
gen aus Teaching Statistics gegeben; welch eine Haufung!

Nunmehr liegt ein Heft vor, das neben einem Grund-
satzartikel zu Zufall und Wahrscheinlichkeit, also zur in-
tuitiven Erfassung von Zufall im Anfangsunterricht, nur
Beitrdge von Norbert Henze hat. Zufillig auch noch die
Koinzidenz, dass ich selbst — mit der austrianischen Triga
(Borovenik, Gotz, Maal3) gerade eben in Heft 2 einen Bei-
trag zum selben Thema verdffentlichen konnte. Es scheint
also gerade zu brennen, das Verhéltnis zwischen intuitiven
Vorstellungen vom Zufall und der mathematischen Erfas-
sung des Zufalls zu kléren.

Es gibt demnach ein weites Spannungsfeld, was als Zufall
zu betrachten ist und was iiberhaupt Zufall ist und wie
sich Zufall in andere Welterklarungen (Naturwissenschaf-
ten, Religion, Mathematischer Zufall) einpassen kann.
Wichtig ist, dass man iiber diese Fragen im Anfangsunter-
richt nicht hinwegsieht, sondern offen dartiber redet. Ge-
nau das ist Thema des Beitrags von Prechtl und Schroder.
Wenngleich eine Kldrung nicht wirklich moglich ist. Die
Diskussion bereitet aber die mathematische Begriffsbil-
dung und ihren Stellenwert vor und zeigt auch, wie die
Mathematik eingreifen wird.
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Gerade dies leisten die Beitréige von Norbert Henze.

Im verstdndnisorientierten gymnasialen Stochastikunter-
richt zeigt Henze auf, wo wir heute stehen. Er pladiert
fir mehr Akzente in mathematischer Begriffsbildung
und weniger Routinedurchrechnung von ,,Faustregeln®,
wie dies heute im Unterricht {iblich ist. Interessant hier-
bei sind auch die Uberlegungen, die Binomialverteilung
starker an ihre Herkunft, die Bernoulli-Kette mit der Un-
abhdngigkeit der einzelnen Stufen der Kette, zu binden.
Das bettet die Situation in das Konzept von Stichproben
ein und leitet direkt zur beurteilenden Statistik tiber.

Das erleichtert auch den Zugang zur Additivitit von
Erwartungswerten, sodass sich der Erwartungswert der
Binomialverteilung als n-fache Summe der Erwartung
p auf der einzelnen Stufe als n p ergibt. Die Unabhén-
gigkeit zwischen den Stufen garantiert Additivitét auch
fiir die Varianz, weshalb die Varianz der einzelnen Stufe
von p (1 —p) zun p (1 — p) addiert wird (wie ,,Pythago-
ras“ im rechtwinkeligen Dreieck; ja, der Unabhédngigkeit
entspricht die Orthogonalitét in der Linearen Algebra).
Ein wunderbares Argument auch fiir die Varianz anstelle
anderer Maf3e fiir die Variabilitit von Zufallsvariablen.

Ich habe das in den 1980er Jahren als stochastische
Struktur bezeichnet; manche Verteilungen folgen einer
stochastischen Struktur und diese ldsst dann ihrerseits
Anwendungen ganz besonders gut rechtfertigen, nim-
lich wenn sie zu dieser Struktur passen. Diese Suche
nach Struktur und dieses Niitzen stochastischer Struktur
setzen sich im Beitrag zu Wartezeiten von Henze fort.

yZufall“ und ,,Wahrscheinlichkeit* —

Im verwirrten Passagier geht Henze auf das Problem
ein, wie wahrscheinlich es denn ist, dass der letzte Pas-
sagier, der das Flugzeug betritt, seinen Platz einnehmen
kann. Vorher hatten alle einen Platz zugewiesen (sagen
wir die Pldtze Nr. 1 bis n) und die Personen steigen in
der Reihenfolge ihrer Nummer ein. Allerdings ist Pas-
sagier Nr. 1 verwirrt und — statt seinen Platz einzuneh-
men — sucht er sich zufillig einen der Plédtze aus. Sofern
weitere Passagiere ihren Platz leer vorfinden, nehmen sie
diesen ein, ansonsten ,,spielen sie verwirrter Passagier*
und nehmen einen der verbleibenden Plitze zufillig ein.

Die Losung stiitzt die Intuition, dass irgendwann beim
Einsteigen sich ein Passagier zwischen Platz 1 und » ent-
scheiden muss. Egal, wer das ist, er tut das mit gleicher
Wahrscheinlichkeit (nicht mit /). In allen Konstellatio-
nen haben Platz 1 und n dieselbe Wahrscheinlichkeit,
bis zu Passagier n — 1 eingenommen zu werden, daher
bleibt dem letzten nur Platz 1 oder » iibrig, und das mit
Wabhrscheinlichkeit 2. Verwirrend auch, dass die Wahr-
scheinlichkeit fiir den letzten seinen Platz zu bekommen
1/n ist, wenn alle Passagiere ,,verwirrt® sind.

Das Schone an diesem Aufsatz ist, dass erst die mathe-
matische Argumentation das intuitiv einsichtige Argu-
ment freilegt. Diese intuitive Einsicht allerdings stiitzt
dann gegengleich das mathematische Argument enorm.
Genau so soll Mathematik sein.

Ich wiinsche Thnen eine anregende Lektiire!

Klagenfurt, im August 2018 Manfred Borovcnik

Alltagssprache und Mathematik im Anfangsunterricht zur Stochastik

ALEXANDRA PRECHTL UND NICOLAI VON SCHROEDERS, NURNBERG

Zusammenfassung: Stochastisches Denken wird
zu einem grofien Teil durch individuelle Erfahrung
beeinflusst, wodurch auch im mathematischen Ver-
standnis wertfreien Begriffen der Stochastik eine in-
dividuelle Konnotation zukommt. Die Alltagssprache
und deren Semantik unterscheiden sich allerdings
deutlich vom Bedeutungsfeld der Fachsprache. Ge-
rade im Anfangsunterricht zur Stochastik, dem hdufig
ein empirisches Wahrscheinlichkeitsverstindnis zu
Grunde liegt, ist es von besonderer Relevanz, diese
Deutungsunterschiede herauszuarbeiten und sinnge-
mdf3 zu verwenden. Im Folgenden wird deshalb nach
einigen Begriffsdefinitionen exemplarisch die Diskre-
panz zwischen Fachsprache und Umgangssprache in
der Stochastik aufgezeigt, daraus werden abschlie-
Jend Konsequenzen fiir den Unterricht abgeleitet.

1 Zufall

Nachdem im Statistikunterricht bereits von ,,zufil-
ligen Vorgingen“ die Rede war, begegnen Schii-
lerinnen und Schiiler in der Regel dem Begriff des
Zufalls spitestens in der Wahrscheinlichkeitstheorie
im Kontext des empirischen Wahrscheinlichkeitsbe-
griffs. Dort wird er teilweise bei der Definition des
»Zufallsexperimentes* bzw. des ,,Zufallsversuches*
verwendet, ohne vorher eindeutig definiert worden
zu sein. Derartige Definitionen lauten dann so:

,,Ein Zufallsexperiment ist ein Vorgang, dessen Ergeb-
nis zufdllig, also nicht vorhersagbar ist” (Brandl et al.
2013, S. 214).

HZufall ist als Begriff der Alltagssprache jedem
Schiiler geldufig (siche Abschnitt 1.2). Dabei ver-

2
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